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Subgrupos de los números reales 


Dr. Angel R. Larotonda 


úl 


$ 1. Generalidades 


El objeto de esta nota consiste en la exposición de algunos hechos 
elementales concernientes a los subgrupos de los grupos aditivos Z (nú- 
meros enteros) y R (números reales), y extraer algunas consecuencias 
interesantes, 

En el caso de los números enteros las propiedades de los subgrupos 
están estrechamente vinculadas con la teoría de la divisibilidad, a tra- 
vés de la reformulación en lenguaje moderno de ideas con más de dos 
mil años de vigencia. Por otro lado en el caso de los números reales la 
exposición siguiente sólo pretende brindar algunas ideas introductorias 
al primer escalón de la teoría de grupos topológicos, fuente generadora 
de gran cantidad de métodos y técnicas de la matemática actual. 

Recordamos brevemente algunas definiciones a la vez que fijamos al- 
go de notación: se considerará un grupo G con operación indicada +, 
y cuyo elemento neutro se indicará con el símbolo O. La operación 
+ se supondrá ““conmutativa””, vale decir x+y = y+x para todo x e G, 
y e G; sólo consideramos aquí grupos conmutativos tales como Z, R. 

El opuesto de cada x e G se indicará —x, de manera que O = x + (-x), 
identidad que abreviamos en la forma 0 = x—x. 

Si G es un tal grupo, un subconjunto S C G se denominará un subgrupo 
si se verifican las siguientes propiedades: 

S¡)0€S 
S,) Sia e S, entonces —a e S 
S3)SiaeSybesS, entonces a+b e S 


Resulta claro que el subconjunto S, con la operación + restringida a 
elementos de S, resulta asimismo un grupo. 


Ejemplos 1.1 


a) Es inmediato que G es un subgrupo de G (es el mayor subgrupo de 
G), mientras que {0} es el menor subgrupo de G. 
bp) Si a es un número entero el conjunto de todos sus múltiplos enteros: 
Z.a= Ín.a:n € z) 


constituye un subgrupo de Z, denominado el subgrupo generado 
por a. 


c) Análogamente si a e R es un número real, el subgrupo de R generado 
por a consiste de los múltiplos enteros de a, esto es Z.a =1n.a:n € z}. 
d) Nótese que todo subgrupo de Z (en particular Z mismo) es automá- 
ticamente un subgrupo de R. Este hecho es general: si S C G es un 
subgrupo, cualquier subgrupo S' del grupo S es un subgrupo de G. 
Pero es claro que.hay subgrupos de R que no son subgrupos de Z, 
tales como 


Zy T={. V3.0. V3, 2V3.) 
e)Si a e Z, el subgrupo Z.a es el menor subgrupo de Z que contiene a 
a. En efecto si S C Z es un subgrupo y a e S necesariamente —a e S, 
2.a = a+a e S, etc. De modo que n.a e S para cualquier n e Z y por 
lo tanto Z.a CS. 


f) Análogamente si a e R, Z.a es el menor subgrupo de R que contiene 
aa. 


Problema. Enunciar y probar un resultado general que abarque los dos 
ejemplos anteriores, para el caso de un elemento a de un grupo G (con- 
mutativo}. 

Conviene notar que 


z.o ={0} Z1=Z 
Por otro lado si a e Z (incluso si a e R} los subgrupos generados por a y 
—a coinciden, esto es 
Z.a=Z.(-a) 


$2. Subgrupos de Z 


Nuestro primer resultado sobre subgrupos de Z consiste en la formu- 
lación de la propiedad “a divide a b” en términos de inclusiones de sub- 
grupos. 


Proposición 2.1 


Sean a y b dos enteros, a + 0. Entonces son equivalentes las afirma- 
ciones siguientes 
i) a divide a b (alb), 
ii) Z.b C Z.a 


Demostración: Si a divide a b, todo múltiplo de b es también múltiplo 
de a y por consiguiente Z.b C Z.a. Recíprocamente si Z.b C Z.a, en 
particular b e Z.b C Z.a nos dice que b = n.a para un n e Z, en cuyo 
caso a divide a b. 


Corolario 2.2 


Si a y b son enteros, entonces 


Zb=Za*eb=ta 


Demostración: Si a = O resulta Z.a = Z.0 = fol, así que Z.b — (o) (“el 
único múltiplo de b es 0”) sólo es posible si b = 0 = a. 

Si a +0 también es claro que Z (—a) = Za; por otro lado si Z.b = Z.a, 
de la proposición anterior se deduce que alb y bja, y ello sólo es posi- 
ble cuando b = a o bien b = —a. 


Observación. Como consecuencia de lo que precede resulta que cada 
subgrupo S de Z de la forma S = Za puede describirse de la siguiente 
forma: 
i) O bien S = f0} (caso a = 0), 
ii) O bien S es generado por un número positivo: 
a si a > 0, —a si a < O (de todas maneras, recordar que a y —a 
generan el mismo subgrupo). 
Hasta ahora no nos hemos preocupado de otros subgrupos de Z que 
no sean de la forma Z.a; esto no constituye una omisión sino más bien 
una imposición de lą realidad, como se deduce del siguiente 


Teorema 2.3 


Si S C Z es un subgrupo, entonces S = Z. a para un a e Z. Más 
precisamente, si S es un subgrupo de Z, entonces S =10) o bien S = Z.a, 
donde a es el menor elemento positivo de S. 


Demostración: Lo afirmado es cierto si S ={0} (tómese a =[0)).Si S +10] 
es un subgrupo consideramos el subconjunto 


St =[x eS: x>0) 


de los números naturales. Notemos que S* es no vacío; de lo contrario 
S consistiría exclusivamente de números negativos, lo que es imposible 
por la condición S, ) de la definición de subgrupo. 

Siendo S* un subconjunto no vacio de N, tiene un menor elemento 
que llamaremos a; así que 

1%0<a, aes 

2°) SixeSyx>0 entonces a < x. 

Veamos que S = Z.a 

Ciertamente Z.a C S pues a e S, de modo que bastará probar que 
SC Za. 

Supongamos que x e S y efectuemos la división entera de x por a, ob- 
teniendo un cociente q y un resto r: 


s=qa+r qeZ, O>=r<a 


Nótese que q.a e Z.a Č S, así que q.a es un elemento del subgrupo S. 
Por consiguiente 


"TH 


bà 4d de LADO 


O<r<a 


Se deduce que r debe ser O, ya que si fuera r > O tendríamos un ele- 
mento positivo de S menor que a. 
Como entonces el resto r es nulo, sigue que 


r=s—-q.aes 


s=q.a 


y por consiguiente s e Z.a. Hemos probado así que todo elemento se S 
es un elemento de S C Z.a como queríamos. 


Corolario. Todos los subgrupos S de Z son de la forma Z.a, donde a = 0 
si S = (O); y a = menor elemento positivo de S si S #{0}. Como 
Z.a = Z.(—a), resulta tambén que —a = menor elemento negativo de S 
también genera S. 

Toda la aritmética elemental puede ahora formularse en términos de 
subgrupos de Z sin mayor esfuerzo que combinar la caracterización pre- 
cedente con 2.1. 


Ejemplo 2.4. Sean O Æ a, O Æ b dos enteros y consideremos el con- 
junto 


Za+Zb=[(na+mb:neZymeZ) 


Es fácil verificar que se trata de un subgrupo de Z, que podemos de- 
nominar el subgrupo generado por a y b; de hecho se trata del menor 
subgrupo de Z que contiene a ambos a y b (un subgrupo que contie- 
ne aa y b debe contener a todos los múltiplos de a, a todos los múlti- 
plos de b, y todas las sumas de estos múltiplos). 

De acuerdo con 2.3 este subgrupo Z.a + Z.b consiste de los múl- 
tiplos de un cierto d > 0, o sea 


Za+Zzb=Z.d 


siendo del menor elemento positivo de Z.a + Z.b. Entonces: 
i) O<d=r.a+s.b para ciertos enteros r,s 

ii) d divide a todos los números de la forma n.a + m.b. 

Por lo tanto, d divide a a = 1.a + O.b y también d divide a b = 0.a 
+ 1.b, es decir: d es divisor común de a y b. 

Pero de i) se deduce que cualquier número entero c que divide a 
a y a b también divide a d. 

De lo precedente resulta que d no es otra cosa que el máximo común 
divisor (a,b) de a y b, vale decir 


Z.a + Z.b = Z.(a,b) 
Vemos además que (a,b) puede escribirse bajo la forma 
(a,b) = r.a +s.b 


para convenientes enteros r y s (los que pueden ser calculados en la 
práctica usando el algoritmo euclídeo, que no trataremos aquí). 


Corolario 2.5 


Sia*0ybH0 son enteros, son equivalentes las afirmaciones 
i) (a,b) =1 
ii) a y b son coprimos (los únicos divisores comunes de a y b con 
+14 
iii) Z= Z.a + Z.b 
iv) Existen enteros r,s tales que 1 = r.a + s.b 
Este corolario constituye una de las herramientas básicas para en- 
carar la solución de problemas de congruencias enteras. 


Ejercicios 2.6 


1. Si 0 Æa y 0 Æ b son dos enteros, demostrar que el subgrupo Z.a N 
Z.b es el subgrupo Z.[a,b] generado por [a,b] = mínimo común 
múltiplo de a y b. 

2. Si a € Z, probar que a es primo + los únicos subgrupos de Z que con- 
tienen a a son Z.a yZ. 

3. Si O Æa y 0 Æ b son enteros, considérese la ecuación 


a.x +t by=c 


para un entero dado c. Probar que esta ecuación tiene soluciones en- 
teras si y sólo si (a,b) divide a c; si ello ocurre, esta ecuación es equi- 
valente a 


A AS a 
(a,b) lab) — (a,b) 
Nótese que ab) y D/(a.b) son coprimos. 
Como aplicación, hallar todas las soluciones enteras de 
4x +6y = 12 
4. Dado un “vector” (a,b) e Z?, considerar el homomorfismo de grupos 
f:Z? >Z definido por f(n,m) = na + m.b. 
i) f(Z?) es el subgrupo Z.a + Z.b de Z. 

ii) El núcleo [(n,m) e Z? :f(n,m) = 0) = S es un subgrupo de Z? iso- 
morfo a Z.[a,b] (considerar x » (x/,, =x/) para x € Z.a N Z.b) 

iii) a y b son coprimos ® f es suryectivo. 

iv) a y b son coprimos += existe un par (u,v) e Z? tal que] (a,b), 
(u,v)) forman una base de Z? (o sea: todo x = (n,m) e Z? se 
escribe de manera única en la forma x = a.(a,b)+8.(u,v) con a 
y B enteros). 

Usando este hecho describir "en forma vectorial” las solucio- 
nes enteras (x,y) de la ecuación 4x + 6y = 12. 


83. Subgrupos de R 


Pasemos ahora a estudiar el caso de subgrupos S del grupo aditivo 


UA 


Hii 


¡AMA 


R de los números reales. 

Es bastante evidente que en este caso no vamos a obtener caracteri- 
zaciones tan sencillas como el teorema 2.3, dado que de inmediato ob- 
servamos la presencia de subgrupos de aspecto bastante diferente: Z, 


Z5, 2 Za/ 2, Q (números racionales), 0.3 + Z =[r/3 + n:r e O, 
ne z), etc. 
De manera más precisa, salta a la vista que dos subgrupos como 25 


y Q deben tener estructura no similar; en una representación gráfica el 
primero aparece como un conjunto de puntos aislados. 


2/7 2/7 2 


a E PR —e- .——se .— . e e . 
0) 4/7 


mientras que Q aparece como un conjunto "denso en R. 
Convendía disponer entonces de alguna información que permita fi- 
jar con claridad esta diferencia. 


Definición 3.1. Un subconjunto A E R se dice discreto si para cada 
a e A es posible determinar un número € < 0 de tal modo que el in- 
tervalo (a—€, a+€) no contiene ningún otro punto de A diferente de 
a, es decir (a—€,a+€} NA ={a}. 

Podemos decir que los puntos a e A de un subconjunto discreto 
A € R son “aislados unos de otros”. para cada a e A hay un interva- 
lo con centro a que no contiene otros elementos de A que el mismo a. 


Ejemplo 3.2. Supongamos un conjunto finito A =(a,,....a,]C R, y vea- 
mos que es discreto. Sea a, e A un elemento de A. Sia, + a, podemos 
conseguir un número €, >0 de modo que se verifique a, ¢ la, — €,, 


ak +e,) (por ejemplo €, =lay-a, l); análogamente si a, += aj Se- 
rá a, € (a, -€z, ax +€,) para un €, >0. 

En general para cada a; + k hay un €; > 0 para el cual a; e (a, — 
= Ej ak tEi), 112 yu 1 KT sar. 

Tomando un número € >0,€<E€,, €<E€,,..., € < E, sigue fácil- 
mente que (a, —€, az +€) N A = laz). 


Problema. Discutir la posibilidad de extenuer este razonamiento al ca- 
so de un conjunto infinito A (Sugerencia: considerar un caso concre- 
to como A =[0,1,1/2,1/3,1/4,...] y razonar con a = 0). 


Ejemplo 3.3. El conjunto (infinito) Z C R es discreto; para ello ob- 
servar que si n e Z, tomando 0 <€ < 1 se verifica evidentemente (n—e, 


n+e) NZ = ([n]. i 
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n—1 n—€ n n+E€ 


Continuando con la clasificación de los subconjuntos de R que 
interesan a nuestro objetivo, damos ahora la siguiente: 


Definición 3.4. Un subconjunto A Z R se dice denso si para cualquier 
número real Xy e R y cualquier € > O el intervalo (xy — €, Xo +€) 
contiene elementos de A, es decir (xy-€, Xo +E) NA ÆG. 


Comentarios 


i) 


La definición expresa que para cada xy € R y cualquier € > O 
(no importa cuán pequeño sea) hay por lo menos un elemento 
ae A que verifica |xy—al < €. 

En otros términos, hay elementos de A tan cercanos a Xy CO- 
mo se quiera. 

ii) Decir que A C R es denso significa entonces que cualquier nú- 
mero real xy puede ser aproximado tanto como se desee por ele- 
mentos de A. 

ili) El conjunto Q de números racionales resulta denso; si se desea 
aproximar un número xə e R con racionales, se procede como 
sigue: si xy es racional, la aproximación es “exacta” tomando 
a=Xp. Caso contrario basta tomar a e Q como el número racio- 
nal que se obtiene usando las N primeras cifras decimales del 
desarrollo decimal de xg; como O < xy—a < 107N bastará to- 
mar N grande para que la aproximación sea tan buena como se 
quiera. 


Por ejemplo si xy «2, a = 1,41 = To, Verifica y 2-a < 
] 11149 


L; si a = 1,4142 =+ vale y Za < 107, eto. 
o” o AS 


Ejercicio. Si A C R es denso y x e R, hay una sucesión a, e A que ve- 


rifica lím a, = x (Sugerencia: tomar a, e A de modo que se verifiqua 
n— oo 


[xa |< 1/on paran = 1,2,...) 
Ahora estamos en condiciones de establecer una clasificación elemen- 
tal de los subgrupos de R a través de los dos siguientes resultados: 


Teorema 3.5 


SiS +(0] es un subgrupo de R son equivalentes las siguientes afirma- 
ciones 


i) S tiene un menor elemento positivo, 


ii) Ses discreto, 
iii) S=Z.q para un número real a> 0. 


Demostración: iii) > i) Esto es inmediato, ya que & es el menor ele- 
mento positivo de Z.«. 
i) = ii) Sea œ el menor elemento positivo de S y consideremos el in- 
tervalo abierto (—a,a); ciertamente (—a,a) N S =(01 

Utilizando este hecho no es difícil ver que S es discreto: si a e S el 
intervalo (a—a, a+a) no contiene elementos de S diferentes de a; 


—Q 0 Q a—Q a ata 
el e—e je—-. el e ——e——joe—— 


x—a x 


si fuera x € S y a—& < x < a+a se deduciría x—a e S y —a < x—a < a, 
luego x—a € S N [(—a,a) lo que sólo es posible si x—a = O, es decir 
x=a. 

ii) = iii) Esto tiene cierto parecido con 2.3 (con las variantes del caso 
ya que ahora no hay “división entera”). Sabemos que hay un € > 0 
para el cual (—€,€) N S =10] ; consideremos entonces S* =(s e S:s > 0] 
y a= inf S* = inff e S:s > 0]. 


Ciertamente a >0, más precisamente debe ser «>e ya que s>e 
para todos los elementos s e St. Entonces 


EXAaS< S 
para todo seS”. 

Por definición de ínfimo deberá haber un cierto sy e SF que verifica 

a<s, Late (So e SF] 

Afirmamos que Sọ debe coincidir con «. En efecto si fuera & < sy to- 
mando e! =s, —& nuevamente la definición de ínfimo nos da un 
s, e SF que verifica 

ALS, LA+ €, FQ So — aE So 
Pero entonces — s; <—«a nos produce 
O<sSo— S; < la + e) —-a=e 
y obtenemos un elemento s; — Sy #0 en S N (—e, e), absurdo. 

Hemos probado entonces que & = Sọ € S, así que a resulta ser el me- 

nor elemento positivo de S. 


Para ver ahora que S = Z.a, obesrvemos que siendo ae S resulta cla- 
ro que Z.a C S; sólo falta comprobar que S C ar Z. 


Si se $, hay números naturales n tales que n.a supera a s; sea ny el 
menor de ellos. Entonces 


(n.—1).a<s<ny. a 
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Observemos que ny > 1 ya que s< a (s e S*) es imposible, 
Entonces restando (ny —1). œ queda 
0<s-— (no—1).a <n .œ— (No —1).a=a 
y como s—(n¿—1). a e S, deberá ser x—(n¿—1). a =0, vale decir 


s= (n¿-1).0. 


Hemos probado entonces que S* C Z. a¡si seS es negativo, —s e S* 
y por lo probado recién —s será de la forma na luego s= (—n). & e Z.a. 

En cualquier caso todo s e S, positivo o negativo, es un múltiplo ente- 
ro de er, así que SC Z. a lo que concluye la demostración. 


Teorema 3.6 


SiISC R es un subgrupo que no es de la forma Z.a, entonces S es 
denso. 


Demostración. Por el teorema anterior, deberá ser inf S* = 0; o lo que es 
igual dado cualquier € >0 hay un se S que verifica O<s<eE, 

Sea entonces Xy e R un número real cualquiera, y sea € > 0; quere- 
mos probar que podemos aproximar xp con elementos de S con “error” 
menor que €, osea: queremos encontrar un Se S que verifique 
Ixp-sIi<e. 


Primero buscamos un sı eS que verifique O <s, <€; el elemento 
s e S deseado será un conveniente múltiplo de s,, que se encuentra 
continuando el siguiente procedimiento que consiste en “encerrar” 
Xo + e/, entre dos múltiplos consecutivos de s4. 


Determinamos n e Z de manera que 
ns, < Xo +5<In+ Ds (*) 
Afirmamos que en tal caso deberá ser 
Xo — < <n.sS; (=) 


De lo contrario, Xy — €/2 > n.s, daría 


€ 
e Ear > n.Sı +s, = (n+1).s,; >x +€/2 


de donde s, > xo +€/2— xo +€/2= E/2 +€/2=€, absurdo. 
Si entonces s=n.s,, de (*) y (**) resulta 
Xo —E/2 <SS < Xo +€/2 
osea |xp—sl<e€/2 <€ como queríamos. 
Corolario 3.7. Un subgrupo S de R es o bien discreto, o bien denso, El 


primer caso ocurre si y sólo si S =Z.œ para un ae R. 
Este resultado implica una serie de consecuencias no triviales sobre 
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subgrupos de R de apariencia inocente. 


Ejemplo 3.8. Sea O < aun número real y consideremos el subgrupo 
Z+Za=in+ma:neZ,meZ) 
de R (subgrupo generado por 1 y a, menor subgrupo de R que contiene 
alya). 
De acuerdo con 3.7 hay dos casos excluyentes 


i) Z+Za=Z.a para un cierto «>0 
ii) Z+Z.a es denso 


Lema: La posibilidad i) ocurre si y sólo si a es racional. 


Demostración. Supongamos ae Q, a=p/g fracción irreducible. En- 
tonces 


n.q + m.p 

q 
para cualquier par de enteros n,m. Los numeradores de la expresión 
anterior son entonces los elementos del subgrupo Z.q + Z.p de Z; al su- 


poner p y q coprimos este subgrupo resulta ser todo el grupo Z (2.5): 
cualquier entero es uno de estos numeradores. 


n+m.a= ns = 


Resulta así que 
1 
Z+Za=Z-— 
q 


y se da el caso i) con &= 1/q. 


Supongamos recíprocamente que Z+Z.a=Z.a paraun «a>0 en 
R. Deberá ser 


1=11+0a€Z+Za=Z.0, 


por consiguiente 1=:n.a para un cierto neZ. 
Por otro lado 


a=0.1 + 1.a e Z+Z.a= Z.a 
así que a=m.a para un cierto meZ. 


1 
Entonces a=m.a=m. (—)= AUR eQ. 
n n 


Consecuencia 3.9. Si a es irracional, el subgrupo Z+Za es un subgrupo- 
denso de R; todo Xy e R puede aproximarse con error menor que € >0 
prefijado por números de la forma n+m.a con n y m enteros. 

Por ejemplo Z+Za/2 es un subgrupo denso. 


Ejercicio 3.10 


1.Si 0%*a y 0% b son números reales, probar que el subgrupo 
Za+Zb=(hna+m.b,neZ y meZ) de R es denso si y sólo si b/a 
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es irracional (Sugerencia: proceda de manera análoga a la seguida en 
3.8). 

2. Dado un número natural N, describir como se encuentran enteros 
n,m de manera que sea 


0<n+m. Y2<10N 


(Manipular con aproximaciones decimales de Y2 , por ejemplo 
0<-—14+1042<10"!, etc.). 

3. Si a es irracional, el subgrupo Z+Z.a de R es isomorfo al grupo Z? 
(Sugerencia: considerar (n,m) > n+m.a) 

4. Si f:R > R es una función continua y A C R es denso, entonces f(A) 
es denso en f(R), o sea para cada y e f(R) y cadae >0hayunae A 
que verifica |ly—f(a)l<e. 

5. Utilizando el ejercicio anterior y la función f(x) = cos x, deducir que 
el conjunto B = (cos n:n e Z} es denso en [ —1,1] (Pista: considerar 
el subgrupo A = Z+Z.2m). 

6. Considerar el grupo multiplicativo R* = {t e R:t > 0), y probar que 
sus subgrupos son: o bien densos en R*, o bien de la forma {a:n e Z} 
(Pista: la función exponencial x > 10X es un homomorfismo conti- 
nuo de R sobre R*, con inversa la función log). 


$4. Un ejemplo en el plano R? 


No es sencillo extender los resultados del § anterior al caso de sub- 
grupos del grupo aditivo R”; incluso la teoría para el caso del plano R? 
no puede abordarse en forma sistemática sin proveerse previamente de 
elementos técnicos apropiados. 

No intentaremos por lo tanto encarar ningún tema de tipo general so- 
bre los subgrupos de R?, limitándonos a exponer un caso particular en 
el que se encuentran algunas de las ideas más interesantes sobre aproxi- 
mación simultánea de números irracionales por racionales. 

Para no distraernos con consideraciones acerca de la topología del 
plano R?, sólo nos preocuparemos por dar algunas definiciones que sim- 
plificarán los razonamientos. 


Por de pronto si x= (x,,x2) € R? pondremos 


Ixll=max {lx} 1x>1) 


(“norma” de x); notemos que llxll=0 equivale a x =0 
(= (0,0)), y es fácil ver que Il x+yll < lxi + Iyl, I=xl= Ixl. 


Si a=(a,,a,) e R? y r >O, el conjunto 


Q,(a) = lx € R?: Ix—alllls r} 
` consiste de todos los vectores x eR? que verifican 


Ix zal <r lx2—az | <r 


de donde 
Q, (a)= [a,—r,a, +r] x[a¿—r, az +r] 
resulta un cuadrado de centro a y lados az 
de longitud 2r (ver figura). 
En particular 
Q, (0) = [—1,1] x [1,1] 
es el cuadrado de centro O = (0,0) y ay —r 
lados de longitud Z, que llamaremos "cuadrado unitario”. 
Hechos estos preparativos, consideremos un subgrupo S # {0} de R?, 
e introducimos el número 
d(S)=inf { Ixl: xeS, x +0] 


que intuitivamente da una medida de la cantidad de elementos cercanos 
a O que hay en S. Notemos que si S es un subespacio vectorial de R? au- 
tomáticamente es d(S) = 0; en cambio d(Z?)=1. 


Lema 4.1 


Si d(S) > O, el cuadrado unitario Q, (0) contiene sólo un número fi- 
nito de elementos del subgrupo S. 


Demostración: Sea d = d(S) > 0; por la definición de d(S) resulta en- 
tonces que Ilxll> d para todo x +0 de S. O sea O¿(0) N S= (0), esto 
es: el único elemento de S de norma menor o igual que d es el elemento 
neutro 0. 

Tomemos un cuadrado cualquiera en el plano, de centro cualquier 
a e R? y lado r< d; de acuerdo con las consideraciones hechas al prin- 
cipio, dicho cuadrado se escribe Q,/2(a) conaeR?,0<r<ad,. 

Afirmamos que un tal cuadrado contiene a lo máximo un elemento 
del subgrupo S; en efecto si fuera x e Q, y) la) NS, y e 0/2 la) NS 


tendríamos 
Ix--a ll < r/2 xeS 
ly--a ll < r/2 yes 
de donde 
Ix—y II< I (x-a) + (ay) I< Ix—all + lly—all o r<d 


y obtenemos x—y e Q¿(0) A S, luego x—y = o. Esto es x = y. 
La tesis resulta entonces de dividir el cuadrado unitario O, (0) 
mediante rectas paralelas a los ejes en cuadrados de lado r < d: por 
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ejemplo si tomamos N 


natural tal que pS d, 


se consideran los núme- 
ros 

k 
a=] T 


los cuadrados 

li = [ak ak1 xie a] 
(O<k<2N,0<j<2N) 
cubren Q;¡(0) y todos 
tienen lado de longitud 


wr < d; por lo probado 


(O<k<2N); 


recién en cada uno de 
ellos hay a lo más un 
elemento de S. Luego 
el número de elementos 
de S en Q, (0) no exce- 
de (2N)?, que es la cantidad de cuadrados !k;. 

Este lema es el punto de partida para el estudio de los sul.grupos 
“discretos” de R? (nótese la analogía con la primera parte de 3.5); 
a título de ejemplo estudiemos. la situación para un subgrupo particu- 
lar de R?. Sea 


S= Z.(1,0) + Z.(0,1) +Z. (a,b) = 
= {(n+ka, m+kb) : ne Z, meZ,keZ) 


el conjunto de las combinaciones lineales con coeficientes enteros de 
los vectores e, = (1,0), e, = (0,1) y u = (a,b), donde a y b son dos 
números reales. 


Ejercicio i) Probar que S es el menor subgrupo de R? que contiene a 
e, , €, U. 
ii) Probar que S = Z? + Z.u =(x+k.u:xeZ?,keZ) 

Si tratamos de determinar el valor del número d (S) para este caso, 
convendrá ayudarse con el siguiente 


Teorema 4.2 


Si d(S) > O para el subgrupo en cuestión, entonces a y b son raciona- 
les. 


Demostración: Para cada número real t, [t] indicará la parte entera de 
t, es decir: [t] e Z y 


[t]<t< [t] +1 
Consideremos entonces la siguiente sucesión de vectores 


Sa = N.U — ([n.a] . e; + [n.b] .e) = 
= (n.a — [n.a] , n.b — [n.b)) 
para n = 1,2,.... 

Como u, e, y e, son elementos de S, la primera fórmula da Sa ES, 
mientras que la segunda identidad evidencia que s„ e Q, (0). La suce- 
sión s, está formada entonces por elementos de S N Q, (0). 

Pero el lema 4.1 nos dice que tal sucesión consistirá solo de finitos 
elementos; por consiguiente sólo finitos S, Son distintos. En particu- 
lar (en realidad, “muy” en particular) hay dos enteros naturales n =n 
para los cuales debe ser s, = Sm: O sea 


n.u — ([n.a].e, + [n.b].e,) = m.u — ([m.a].e, +[m.b].e,) 
de donde 


(n—m).u = ([n.a] — [m.a]).e, + ([n.b] — [m.b]).e, 
y por consiguiente 


la p)= u= Ina] — [mal, ¿ + A al LAIR 
í n.m n—m 
nos dice que ambas coordenadas a,b de u son números racionales, co- 
mo queríamos. 


Consecuencia. Supongamos que uno de ambos números a,b (o ambos) 
se elige irracional. Entonces deberá ser forzosamente d(S) =0. 

Si retrocedemos a la definición de d(S) resulta entonces que: dado 
cualquier número € > O existe algún s e S que verifica llsll <€. Como 
s = (n+k.a, m+k.b) para ciertos enteros n,m,k vemos que 


In+kal<e, Im+k.b] <€ 
Dividiendo por |k| y observando que €/k] <€ resulta 


n E m E 
ln rd > bisa <E 
que en esencia es una aproximación simultánea de a y b por raciona- 
les con igual margen de error. 

Por otro lado, d(S) = O en este caso significa que hay vectores de la 
forma (n+k.a, m+k.b) (n,m y k enteros) arbitrariamente pequeños. 

Los siguientes ejercicios sugieren algunas peculiaridades sobre sub- 
grupos de R?. 


Ejercicios 4.3 


1. Considere el subgrupo Z? de R? formado por la “red” de pares 
(n,m) de enteros, y sea L C R? el subespacio vectorial formado por 
la recta y = a.x la e R). 
i) La distancia de un punto (Xy,Y/) a L es el número 
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_ 1Yo —8.Xg | 
1+a? 


ô 


ii) La distancia de (n,m) e Z? a L es ô == 


Deducir que si a e Q, hay puntos no nulos de la red Z? arbitraria- 
mente próximos a L, a pesar de que L N Z? = {0} (Sug.: 3.9) 

2. Como en el ejercicio anterior, considere el subgrupo de R? defini- 
do por 


S=Z*+L=(n.e, +m.e, +à.(1,a):ne A, me Z, Ae R)}. 


Demostrar que S es denso en R?, o sea: dado x-e R? y € >0 existe 
un s e S tal que lx—s I <€ 
3. Si S es un subgrupo de R? con d(S) >O, S es un conjunto numerable. 
4. Construir un subgrupo S de R? que tenga las siguientes propiedades 
i) d(S)>0 
i) SAV =10]}, donde V es la recta generada por el vector e, (o sea: 
V es el eje de abcisas) 
iii) Hay puntos de S no nulos arbitrariamente cercanos a V. 


(Sugerencia: aplicar una rotación al ejercicio 1°}. 

5. Discutir las diferencias que se presentan en el estudio de los subgru- 
pos al pasar de R a R?, en particular la dificultad de obtener en el 
plano un resultado análogo a 3.5. 

6. Utilizando el homorfismo de grupos t > cos 211t + i sen 27t, estu- 
diar la relación entre los subgrupos de R y los subgrupos del grupo 
multiplicativo T = {z e C:|z| = 1) formado por los números comple- 
jos de módulo 1. Probar en particular, que si w e T no es raíz de 1, 
las potencias w” forman un subgrupo denso de T. 


GRAGEAS 


Para desordenar hay que ordenar previamente. Algunos se han pregun- 
tado (inclusive usando para ello letra impresa) por qué se definen las 
operaciones conmutativas como pares ordenados, si en realidad el resul- 
tado no depende del orden. Si 5 +3=3 + 5, ¿por qué tengo que decir 
que la operación de suma asigna al par ordenado (5;3) el número 8 y al 
par ordenado (3;5) el número 8? ¿No podría decir, simplemente, que 
esa Operación asigna al par no ordenado 5;4 el número 8? Podría ser, 
pero las cosas resultarían más oscuras; en primer lugar, no sabríamos có- 
mo sumar 3 + 3, ya que el supuesto par 3;3 no es un par sino un con- 
junto unitario. Pero supongamos que esto se arregle de algún modo. 
¿Cómo expresar íamos, precisamente, la propiedad conmutativa? La ex- 
presión 5 + 3=3 + 5 no serviría pues, adoptando la notación funcio- 
nal f((3:5 ]) en vez de 3 + 5, la igualdad anterior se escribiría así: 
f((5;3)) =*((3;5)); y como se trata de conjuntos no ordenados, es- 
to es exactamente lo mismo que f{ {5;3 }) = f({5;3} ), y la propiedad 
conrr.utativa no queda expresada. Para poder decir que al cambiar el or- 
den obtengo el mismo resultado, necesito tener un orden previo. 
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MOLI 


Propuestas Didácticas. 


Lic. Lucrecia Delia Iglesias 


La propuesta anterior intentaba una aproximación intuitiva a una pro- 
piedad geométrica —la usualmente llamada teorema de Thales—. Hoy, 
nos interesa incorporar otros aspectos igualmente importantes del apren- 
dizaje de la geometr ía en la escuela primaria: 


e extraer el contenido de una realidad cotidiana; 


e permitir la exploración libre de hechos numéricos ligados a figuras 
geométrica; 


e diferenciar la comprobación de determinados hechos empíricos, de 
la validez general de una propiedad; 


e ahondar en el uso de expresiones literales; 


e estimular la formulación de argumentaciones lógicas para justifi- 
car hechos geométricos no evidentes; 


e establecer circunstancias históricas relacionadas con el origen y 
desarrollo de las nociones matemáticas. 


GUIA DE TRABAJO 


1. Debes disponer de una hebra de hilo poco extensible en la que se 
hayan marcado 11 puntos equidistantes entre sí y de los extremos. Pf- 
dela al profesor o prepárala tú mismo. 


¡€——MMMMMMMMAAn iaataaaaaaaaaaaaaaamaamamaiaauamaaaaIaIiIiIiIiIiIiț 


Con esta hebra, arma la frontera de un triángulo que tenga lados de 
3, 4 y 5 unidades respectivamente. ¿Crees que el trigánulo que resultó 
es un triángulo rectángulo? 


2. En el Antiguo Egipto, donde la habilidad de medir había alcanza- 
do un alto grado de desarrollo, era muy conocido el hecho de que to- 
do triángulo de lados de 3, 4 y 5 unidades, es un triángulo rectángulo. 

Compruébalo dibujando otros triángulos de lados 3, 4 y 5 tomando di- 
ferentes unidades en cada caso. 


3. a) ¿Qué otras ternas de números naturales tienen, como 3, 4 y 5, 
el privilegio de servir para construir lados de triángulos rectángulos? 
Explóralo libremente y anota las ternas que creas satisfactorias. 


. 20 
+ 
: 
3 
4 
4 
4 
A o IM ii. _  ——— IIM m m 


b) Si no pedimos que los números sean naturales, ¿es más fácil o 
más difícil? ... ¿Por qué? 


c) Explora si estas ternas son o no satisfactorias: 


A E B 6 8, 
6 8 10 5. 12,413, 
4 8 95, bo aya 


ch) ¿Qué seguridad tienes de la respuesta que das para cada ter- 
na? 


4. Sería bueno encontrar que las ternas que sirven para-construir 
triángulos rectángulos se pueden reconocer porque entre los números 
que las forman se cumple alguna relación especial. Mejor, si se puede 
comprobar con operaciones aritméticas. 


a) Con la evidencia de que desde la Edad Antigua se usó la terna 
3, 4, 5 para construir triángulos rectángulos nos haremos algunas pre- 
guntas; tú puedes proponer otras. Lo importante será enfrentarlas con 
los ejemplos del punto 3 para ayudarnos a responderlas. 


— ¿Será que se trata de tres números seguidos? 
SI -NO ¿por qué? 
— ¿Será que la mitad de uno es la suma de los otros dos? 
SI- NO ¿por qué? 
— ¿Será que el cuadrado del mayor es la suma de los cuadrados 
de los otros dos? 


Si- NO ¿por qué? 


b) ¿Con qué seguridad aceptas que un sí dado en la parte a) vale pa- 
ra absolutamente toda terna que sirva para construir triángulos rec- 
tángulos? ... ¿por qué? : 


5. Hasta quí hemos trabajado con números (la mayoría, naturales) y 
haciendo mediciones, pero: 


e todo instrumento tiene un límite de precisión (con tu regla, ¿pue- 
des registrar errores de medida menores que el milímetro? SI - NO; con 
tu transportador, ¿puedes registrar errores de medición menores que un 
grado? SI - NO) 


e por muchas buenas mediciones que hagamos con instrumentos más 
sensibles, ¿qué seguridad tenemos de que no exista algún triángulo rec- 
tángulo que contradiga nuestras intuiciones? 

Desde ahora intentaremos razonar sin hacer mediciones. 


A 
a) El ABC es 
A rectángulo en 
A.Nombra sus 
catetos: 


su hipotenu- 
Sd nos 


C 


b) AH es la altura correspondiente a la hipotenusa. Marca qué án- 
gulos resultan rectos por ser AH una altura. 


c) Convendremos en usar ciertas letras para indicar ciertas medidas: 
medida de la hipotenusa BC, en cm. 
medida del cateto AC, en cm. 
medida del cateto AB, en cm. 
medida de la altura AH, en cm. 
: medida del segmento HC, en cm. 
: medida del segmento HB, en cm. 


> ogo 


A 
medida del ángulo B, en grados. 


y: medida del ángulo C, en grados. 
Anota sobre cada elemento de la figura, la letra que representa su me- 
dida. Anota 90 sobre cada ángulo recto. 


7. Para familiarizarnos con las letras convenidas en 6, 


a) completa: 
La suma de las medidas de los tres ángulos interiores de ABC, 


A 
b) ¿Crees que todo ABC, rectángulo, 
o sólo algunos ABC, rectángulos, 


o ningún ABC, rectángulo 
verifica 8 +y =90? 10.0.0..o....o.ooo.oo. por quA at 
(Repite la reflexión para las igualdades que siguen) 
Uy pat par QUÉ? co enka tada 


o =B? aaa. por E NE 
¿9O ~y EB ..... PORGUE a a a SAT ca ta 


a Sp serias ¿por qué? 


¿a a id ita ¿por qué? 


A POGUE ria a aea i GAA 


È Ahora te propongo comparar los tres triángulos de la figura (el 


ABC, el AHB y el AHC), para lo cual es útil calcarlos por separado y 
tratando de que todos resulten apoyados sobre la misma clase de lado: 
catetos mayores o catetos menores e hipotenusas. Anota en cada calco 
los nombres de los vértices y las letras de las medidas. Pégalos aquí. 


a) ¿son todos triángulos rectángulos? Si -NO ¿por qué? 
A 


n b) ¿qué ángulo es complementario de Ben ABC? ..... E ¿y en 
AHB?. 
c) ¿qué ángulo es complementario de c en ABC? AERE ¿y en 
AHC?.... 


ch) Anota 6 o y en cada ángulo que puedas asegurar que tiene 
tal medida (en los tres triángulos) y justifica por qué estás seguro. 
A 


d) ¿Son ABC, AHB y AHC, triángulos semejantes? Si - NO ¿por 
qué? 


9. Frente a triángulos semejantes podemos escribir proporciones en- 
tre las medidas de los a completa las que siguen: 


en ABC y AHB : 


A 
en ABC y AHC a 


10. ¿Crees que son verdaderas cada una de las que siguen? Justifí- 


ds AA eias atnan E A 


DONQUBL a a a 


DOME AA 


IS 


A o AA A e ah 
a (c +b')=0¢@ +b? porque an anat Dad 
aa =c? +b? o A A A 
a? = c? + b? Porque A n S A AS 


11. Esta relación: | a? = c? + b? | es conocida como Teorema de Pi- 


tágoras —matemático griego que vivió en el siglo VI antes de Cristo de- 
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dicado a la enseñanza de matemática, astronomía y filosofía, y a quien 
se atribuye la primera demostración de la propiedad—. 

a) ¿Qué conclusión del punto 4 quedó corroborada? 

b) Lee y recuerda el sigiente enunciado de la propiedad. 


En todo triángulo rectángulo, el cuadrado de la hipotenusa es 
igual a la suma de los cuadrados de los catetos. 


c) ¿Cuáles de las ternas usadas en el punto 3 se pueden usar con se- 
guridad para construir triángulos rectángulos? Verifica caso por caso y 
justifica las respuestas. 

ch) ¿Cuánto debe medir la hipotenusa de un triángulo rectángulo 
cuyos catetos miden 2 y 3? ..... ¿y si los catetos miden 4 y8?...... 
(Muestra cómo lo averiguas? 


d) Si la hipotenusa mide 8 y un cateto mide 5, ¿cuánto debe medir 
el otro cateto? .............. ¿cómo lo averiguas? 

e) Completa las ternas que siguen, de modo que sean medidas de 
hipotenusa y catetos de un triángulo rectángulo. 


hipotenusa 


a 
cateto 
b 


cateto 
Cc 


Para la resolución de esta guía se requiere un marco asimilador que 
asegure la posibilidad de: 


e operar en R* 


e conocer los triángulos rectángulos y los nombres de sus lados. 

e medir con regla y transportador 

e reconocer triángulos semejantes por la igualdad de los ángulos 

e establecer proporciones entre los lados de triángulos semejantes. 
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Haroldo Hack 


La aparición de la imprenta significó un profundo cambio en la natura- 
leza de la educación. Esta tecnología permitió superar la noción por la 
cual la educación estaba reservada para aquellos que pudieran pagarse tu- 
tores personales. 

Aparentemente, el estado actual en que se encuentra la tencología de 
las computadoras que permite acceder a máquinas suficientemente pode- 
rosas por un precio razonable, permitirá revolucionar la educaicón de una 
manera similar. 

La imprenta eliminó las barreras en la transmisión de conocimiento. Se 
piensa que la computadora podría eliminar las barreras en la producción 
de conocimientos. . 

La idea es desarrollar un nuevo estilo de educación donde el aprendiza- 
je se haga a través del descubrimiento. La experiencia es un ingrediente 
importante en el descubrimiento. Las computadoras pueden aportar a la 
enseñanza los elementos de sorpresa, a pesar de la creencia popular de 
que una computadora nunca puede sorprender a su programador ya que 
sólo hace aquello para lo que fue programada. Aún algoritmos muy sim- 
ples pueden producir resultados inesperados que llaman la atención. Es- 
tudiar uno de estos resultados y entender por qué se produce ha mos- 
trado ser un excelente método para llevar adelante este nuevo estilo de 
enseñanza. 

Teniendo presente estas ideas, Harold Abelson y Andrea di Sessa han 
escrito una obra monumental: "Turtle Geometry (The Computer as a 
Medium for Exploring Mathematics)”*, editado en 1980 por el Massachu- 
setts Institute of Technology (The MIT Press series in artificial intelligen- 
ce), donde abundan ejemplos acerca de cómo implementar esta metodo- 
logía. Se expone a continuación uno de ellos. Los procedimientos están 
escritos en el lenguaje LOGO que se dispone en la COMMODORE 64. Es- 
tos programas se han escrito tratando de que los mismos sean comprensi- 
bles para quienes poseen mínimos conocimientos de cualquier lenguaje 
de programación. Debe hacerse notar sin embargo que LOGO permite 
una mejor estructuración de los mismos. 

Imaginemos que tenemos el control de una pequeña criatura (llamada 
tortuga) que vive en la pantalla de un televisor. La tortuga puede respon- 
der a algunos comandos simples, entre ellos: 

ADELANTE (que abreviaremos AD) que mueve la tortuga en la direc- 


25 


ción que está apuntando un número de unidades que deberá especifi- 

carse. 

DERECHA (que abreviaremos DA) que la rota en el lugar donde está, 
en el sentido de las agujas del reloj, un número de grados que deberá 
especificarse. 

A partir de las cosas que la tortuga sabe, podemos enseñarle otras que 
llamaremos procedimientos. 

Por ejemplo, para enseñarle a hacer un cuadrado con lado de 100 uni- 
dades de longitud: 

ES CUADRADO 

AD 100 

DA 90 

AD 100 

DA 90 

AD 100 

DA 90 

AD 100 

DA 90 

FIN 

Observación: El último giro DA 90 tiene la función de restituir a la 
tortuga su orientación original.) 

Ahora, si damos a la tortuga el comando CUADRADO, ésta dibujará 
lo deseado. 

Hay algunos trucos para escribir procedimientos. Uno de ellos es el de 
repetición, que permite decir a la tortuga las cosas en forma más concisa: 

ES CUADRADO. REPITE 

REPITE 4 [AD 100 DA 90] 

FIN 

El comando CUADRADO. REPTIE hará que la tortuga actúe de la 
misma manera que con CUADRADO, Ambos difieren sólo en su sintaxis. 

Otro truco consiste en crear el procedimiento de tal manera que se 
pueda dar el largo del lado del cuadrado como dato: 

ES CUADRADO.VARIABLE: LADO 

REPITE 4 [AD: LADO DA 90] 

FIN 

Dando el comando CUADRADO.VARIABLE 100 obtendremos el 
mismo comportamiento que antes, pero ahora podemos hacer que dibu- 
je, por ejemplo, un cuadrado cuyos lados midan 50 unidades de longitud 
(CUADRADO.VARIABLE 50). 

Recorrer un número especificado de unidades y girar 90* a la derecha, 
puede ser en sí mismo un conocimiento para la tortuga que resulte útil 
en otros procedimientos. 

ES TROZO.CUADRADO: LADO 


AD: LADO 
DA 90 
FIN 


Ahora podemos reescribir el procedimiento para hacer un cuadrado 
usando este conocimiento. 

ES CUADRADO. TROZOS: LADO 

REPITE 4 [TROZO.CUADRADO: LADO] 
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| FIN 
i Pero el hecho de que ahora la tortuga sabe recorrer un número especi- 
ficado de unidades y girar 90° a la derecha, nos permite enseñarle a dibu- 
| jar rectángulos. 
ES RECTANGULO: LADO 1 : LADO 2 
REIPITE 2 [TROZO.CUADRADO: LADO 1 TROZO.CUADRADO: 
LADO 2] 
FIN 
Hagamos dibujar ahora a la tortuga figuras que resulten de avanzar un 
número especificado de unidades y girar a la derecha otro número especi- 
ficado de grados, no necesariamente 90° y repita esto una y otra vez. 
ES POLI: LADO: ANG 


Experimente con distintos valores. Pruebe por ejemplo con poli 70 72, 

POLI 80 144, POLI 1 1, POLI 50 60, POLI 70 135, POLI 70 108. 
POLI hace trazar para cada juego de datos, una y otra vez la misma fi- 

gura. En la COMMODORE 64 podemos detener la tortuga apretando las 

teclas CTRL y G, pero esto hace que resulte imposible usar POLI como 

subprocedimiento, así que una cuestión que se puede plantear es cómo 

solucionar esto. Pero antes de avanzar en el tema, observemos que POLI 

puede ser modificado de varias maneras para ser explorado. 

Por ejemplo: 

ES NUEVO. POLI: LADO: ANG 


AD: LADO 


DA 2*: ANG 

VE 10 

FIN 

Experimente con distintos datos, por ejemplo 50 30, 50 144, 60 45, 
15 125. 

Una manera importante de hacer nuevos procedimientos es usar una 
estructura de control de programa llamada recursión, o sea, tener un pro- 
cedimiento que se usa a sí mismo como subprocedimiento. Por ejemplo: 

ES POL1.REC: LADO: ANG 

AD: LADO 

DA: ANG 

POLI.REC: LADO: ANG 
FIN 


La línea final hace que el proceso se haga una y otra vez incluyendo 
un “haga POLI de nuevo” como parte de la definición de POLI. 

Una ventaja de representar de esta manera a POL] es que sugiere más 
modificaciones interesantes. Por ejemplo, cuando llega el momento de 
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llamarse a sí mismo, podría hacerse usando diferentes datos 
ES POLI.ESPIRAL: LADO: ANG: INC 
AD: LADO 
DA: ANG 
POLI.ESPIRAL: LADO +: INC: ANG: INC 
FIN 


Experimente con distintos datos, por ejemplo, 1095 1,5903,5 120 
DENT. 

En vez de modificar la longitud, podríamos modificar el ángulo 

ES POLI.ANG: LADO: ANG: INC 

AD: LADO 

DA: ANG 

POLI.ANG: LADO: ANG +: INC: INC 

FIN 


Pruebe con 100 7, 10 40 30, 20 2 20 y con los datos que le parezcan 
interesantes. . : 

Dediquémonos a investigar POLI, el más imple de estos procedimien- 
tos. 

¿Qué pasa si damos como ángulo 360/n? 

Después de experimentar con distintos n, vemos que POLI con un án- 
gulo de 360/n dibuja un polígono regular de n lados. ¿Será esto siempre 
cierto? O sea. 

¿(número de lados) x (ángulo) = 360? 

Pruebe con POLI 50 144. La tortuga dibuja una figura con 5 lados. Pe- 
ro 5 x 144 = 720 4 360. 

Experimente con distintos ángulos. Pareciera que la relación que existe 
es: 

(número de lados) x (angulo) = 360 x (número entero) 

Estudiémosla con más detalle. Para ello, observemos que {n° de lados) 
x ángulo = cambio de dirección que se observa en la cabeza de la tortuga 
después de haber recorrido una vez la figura respecto de la dirección ori- 
ginal, que llamaremos la rotación total. 


Si el camino debe cerrarse, al momento de comenzar a repetir la figu- 
ra, la dirección de la cabeza debe ser la misma que al comenzar el proce- 
dimiento, es decir que la rotación total debe ser un múltiplo de 360°. 

Rotación total es el concepto central acá. Y no es necesario restrin- 
girlo a POLI. Uno puede hacer en cualquier procedimiento que se vayan 
sumando los giros a la DERECHA y restando los giros a la IZQUIERDA, 
Como sólo estos comandos afectan la dirección, al finalizar tendremos en 
ese contador el cambio de dirección respecto de la dirección original o 
rotación total del camino. En particular, si el camino se cierra y el últi- 
mo avance-gire se ejecuta al cerrarse el mismo, la rotación total será un 
múltiplo de 360°, 


Hemos obtenido así el siguiente teorema tortuga-geométrico: 
Teorema del camino cerrado: la rotación total a lo largo de cualquier 
camino cerrado es un múltiplo entero de 360°. 
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La rotación total es una propiedad intrínseca de un camino (no de- 
pende de dónde empieza ni de su ubicación). En el caso de un camino 
cerrado, la rotación total puede resumirse en el número particular que 
multiplica a 360°. Llamaremos a este número el índice de rotación del 
camino cerrado. 


Observar que esencialmente hay 2 clases de POLI: 


1. Polígonos simples, tales como cuadrados, triángulos, hexágonos, 
etc., caracterizados por el hecho de que el camino no se corta a sí 
mismo y cuyos índices de rotación son + 1 (dependiendo del sen- 
tido en que es recorrido). 

2. Los caracterizados por el hecho de que el camino se corta a sí 
mismo y cuyos índices de rotación son distintos de + 1. 

Encaremos ahora la cuestión de cómo hacer para que POLI pare 

cuando el camino que traza se cierra, 

Podrían adoptarse al menos 2 estrategias: 

1.el punto de vista local: ¿cómo puede saber la tortuga, a medida 
que camina, cuándo la figura fue completada? (la tortuga no pue- 
de ver las líneas que ha trazado). 

2. el punto de vista global: dado un ANGULO, tener un método pa- 


ra poder saber a priori cuántas veces debe efectuar el paso básico 
AD n° DA ANGULO, 


1. Estrategia local: necesitamos de alguna cantidad que no dependa 
de un marco de referencia (o sistema coordenado). Hasta ahora hemos 
conocido una:. la rotación total. Y también hemos mostrado que si el 
camino es cerrado, entonces la rotación total del camino es un múlti- 
plo entero de 360°. ¿Será cierta la recíproca? Experimentando un po- 
co con POL!.ESPIRAL vemos que la recíproca no es cierta para caminos 
trazados por la tortuga en general. Pero, ¿qué pasa con los caminos tra- 
zados con POLI? ¿Ha notado que cuando la tortuga actúa comandada 
por POL! gira en puntos que están sobre una circunferencia? Para probar- 
lo formalmente observe que los puntos donde la tortuga realiza sus tres 
primeros giros determinan una circunferencia. Use triángulos congruen- 
tes para mostrar que el resto de los puntos donde la tortuga realiza sus 
giros también están sobre esa circunferencia. Usando este hecho, se pue- 
de describir a POLI como la ubicación secuencial de cuerdas de longitud 
fija sobre un círculo. Así que si en algún momento la tortuga tiene la 
misma dirección con la que empezó, deberá estar también en su posición 
original pues, caso contrario, el segmento que trazará no tendrá su ex- 
tremo sobre la circunferencia, 

Debe notarse que el razonamiento falla si el ángulo dado como dato es 
un múltiplo de 360°, o sea que salvo este caso excepcional, hemos mos- 
trado el Teorema de cerramiento para POLI: “un camino dibujado por 


POLI cerrará exactamente cuando la rotación total sea un múltiplo de 
360°”. 


Estamos ahora en condiciones de dar una regla a POLI para que pare 
cuando la figura que trace se cierre: 


Cadi 
a 
— 
la 
= 


4 
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ES POLI.PARA: LADO: ANG 
LOCAL "GIRO 

AD: LADO 

DA: ANG 

ASIGNA “GIRO: ANG 
UNTIL [RESTO: GIRO 360 = 0] [AD: LADO! 
DA: ANG ASIGNA "GIRO: GIRO +: ANG] 
FIN 


En este procedimiento se ha usado: 

ASIGNA, que hace precisamente eso: a la variable que está a ta iz- 
quierda le asigna el valor que está a la derecha. 

RESTO, que es una función que computa el resto de dividir el primer 
valor que se le da por el segundo. 

UNTIL, que trabaja de la siguiente manera: UNTIL [CONDICION] 
[LISTA DE INSTRUCCIONES] se repite la lista de instrucciones hasta 
que la condición sea verdadera, Para la COMMODORE 64, UNTIL es 
accesible cargando WHILE del diskette de utilitarios. 

Podemos usar ahora POLI para construir figuras más complejas. Por 
ejemplo: 

ES POLI.COMPUESTO: LADO: ANG1: ANG2 

10: 

POLI.PARA: LADO: ANG1 

DA: ANG2 

VE "10 

FIN 


Experimente con distintos datos, por ejemplo pruebe con 50 90 30 
y 50 60 45. 


2. Estrategia global: es evidente que el dato LADO no afectará la for- 
ma, sino sólo la escala del dibujo. La cuestión es: ¿cómo afectará el AN- 
GULO que se dé a la figura? Para ser más precisos, lo que debemos con- 
testar es: dado un ANGULO A, ¿cuántas veces deberá repetirse el proce- 
so básico de avanzar y girar a la derecha el ANGULO A para que el cami- 
no se cierre? El teorema de cerramiento para POLI nos dice que este ocu- 
rrirá cuando n giros del ANGULO A (o sea, n aplicaciones del proceso 
básico) sea un múltiplo de 360, o sea 

nA =360R 

Un número que pueda escribirse en la forma nA y también como 
360R, para algún n y algún R, se llama un múltiplo común de A y 360 
(pues es divisible por A y por 360). El menor de todos los múltiplos 
comunes de A y 360 se llama el mínimo común múltiplo de A y 360, 
y lo anotaremos MCM (4,360). 

El MCM (A,360) es el número que nos interesa pues n=MCM(A,360)/A 
y R = MCM(A,360)/360 son los menores números que hacen posible que 
nA = 360 R y el POLI cierre. 

¿Cómo hacer para calcular MCM(A,360)? 

Una posibilidad es hacer una lista de nxA para n= 1,2,3,... y ver cuán- 
do nxA es un múltiplo de 360, 

Por ejemplo, si A= 144 
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nA ¿múltiplo de 360? 

144 

288 

432 

576 

720 >» MCM(144,360) = 720 

Estamos entonces en condiciones de dar un procedimiento que utili- 
ce esta estrategia: 

ES POLI.MCM: LADO: ANG 

LOCAL "VECES 

LOCAL "MCM 

LOCAL ”N 

ASIGNA "MCM: ANG 

ASIGNA “N 1 

UNTIL [RESTO: MCM 360 =0] [ASIGNA "N: N + 1! 

ASIGNA “MCM: N *: ANG] 

ASIGNA "VECES: MCM/: ANG 

REPITE: VECES [AD: LADO DA: ANG] 

(ESCRIBE [MCM(]: ANG [,360) = ]: MCM) 

(ESCRIBE [VECES=]: VECES) 

FIN 

Relacionadas a las cuestiones vistas pueden formularse algunas pre- 
guntas y a partir de las inquietudes que éstas generasen, se continuaría. 
He aquí un ejemplo: supongamos que queremos dibujar una figura con 
POLI que tenga n vértices sobre una circunferencia, ¿qué ángulos pode- 
mos dar? 

Para contestar a esta pregunta, parece conveniente volver a la ecuación 
nA = 360R, de donde se obtiene que A = 360R/n. Si R=1, entonces A = 
360/n y esto siempre funciona. POLI hará un polígono regular de n ła- 
dos. Pero, ¿se podrán tomar otros valores para R? Investigar la situación 
para n = 10 por ejemplo. ¿Qué valores de R son admisibles? ¿Qué los 
caracteriza? 


Conclusiones 


Que el uso de la computadora en distintas áreas del quehacer hu- 
mano ha significado una profunda transformación en nuestras formas de 
vida y que posiblemente esa incidencia se acreciente con el tiempo, es 
un hecho generalmente aceptado. 

Ya sólo por esta razón debiera favorecerse el uso de esta herramienta 
en los distintos niveles de enseñanza. Pero existen razones más podero- 
sas para que la computadora se incorpore a la enseñanza. En este arti- 
culo se pretendió mostrar algunas de ellas: 

1, la facilitación de los procesos intelectuales, 

2. la posibilidad de participar creativamente en el proceso de apren- 

dizaje. 


3. incorporar en niveles básicos de la enseñanza temas reservados tra- 
dicionalmente a niveles superiores. 
Con respecto a este último punto, obsérvese que en el tratamiento del 
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tema del que se ocupa este artículo, se hace uso de manera natural de 
una geometría intrínseca. Una propiedad intrínseca es una que depende 
sólo de la figura en cuestión.. Por ejemplo, el hecho de que para dibujar 
una circunferencia debe adelantarse un paso y girar a la derecha un gra- 
do. Esta noción de cuán “puntiagudo'” es algo, expresado como la ra- 
zón entre el ángulo girado y la distancia recorrida, es una cantidad in- 
trínseca llamada curvatura. Esta geometría intrínseca da la posibilidad 
de representaciones locales, es decir, al dibujar una figura, la tortuga 
puede ocuparse sólo de una pequeña parte del plano que rodea su posi- 
ción actual, lo que le permitirá explorar curvas complicadas y, en el caso 
de implementarse una tortuga “tridimensional” siguiendo la propuesta de 
Abelson y di Sessa, explorar complejas superficies que permitan incluso 
abordar la Teoría General de la Relatividad. 

Por el contrario, la enseñanza tradicional de la geometría, descansa 
sobre un sistema de coordenadas global para definir las propiedades de 
las figuras. Así, una circunferencia es el conjunto de puntos que equi- 
distan de uno fijo. Si este punto fuese el (0,0), se tiene que una circun- 
ferencia es [(x,y)/x? + y? = r2) . Y este formalismo algebraico hace 
muy difícil un estudio como el mencionado anteriormente. 

El lenguaje de programación LOGO juega un papel importante en la 
propuesta hecha, pues es un lenguaje descriptivo muy poderoso creado 
según estos parámetros, que además permite llevar a la práctica lo expre- 
sado por Papert: “es posible construir un gran sistema intelectual sin 
dar nunca un paso que no pueda ser comprendido” debido a que faci- 
lita los procedimientos por estructuraciones sucesivas. 

Finalmente cabe mencionar que las razones argUidas para la introduc- 
ción de la computadora en la educación, ejemplificadas en este artí- 
culo con cuestiones de geometría, son extensibles a toda área de la prác- 
tica educativa, ofreciendo la búsqueda de la instrumentación y aplica- 


ción de la propuesta un fecundo campo de investigación para los do- 
centes. 


Nota final: para quien desee estudiar el lenguaje LOGO en profundidad 
y tener pautas para proseguir las investigaciones sobre sus posibilidades, 
se recomienda la lectura de: 
“Inventar y comprender con LOGO” 
Miguel RODE y Gustavo SILVA 
Atanasio Lapido 2830 apto. 304, Montevideo 
El mismo facilitará mucho la lectura del ibro de Abelson y di Sessa. 
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La ecuación diofántica ax + by = n 


Dr. Enzo R. Gentile 


1. Se trata de hallar todas las soluciones enteras x, y > O de la ecua- 
ción ax + by =n , donde ayb son enteros positivos coprimos, y 
nen. 

Por ejemplo, sia=3 y b=5 se tiene 


1=? 
2=? 
3=3.1+5.0 
4=? 
6=3.2+5.0 
>171=? 
8=3.1 +5.1 
9=3.3+5,0 
10=3.0 + 5.2 
11=3.2+5.1 
12=34>+5.0 
13=3.1 + 5.2 
14=3.3 + 5.1 
15=35+5.0=3.00+5.3 
16=3.2+5.2 
17=3.4+5.1 


18=3.1+5.3=3.6 + 5.0 


Se puede ver que a partir de 8 todo número entero se escribe como 
combinación entera no negativa de 3 y 5. La representación no es única. 
Cuestiones de este tipo se estudian en esta nota. 

El problema se traduce geométricamente en contar cuántos puntos 
(x,y) de coordenadas enteras tiene la recta de ecuación ax + by =n en el 
primer cuadrante del plano de coordenadas x,y. 

Físicamente se trata de determinar qué volúmenes se pueden medir 
utilizando recipientes de capacidades a y b. 

Aritméticamente se trata de contar, para cada n, cuántas particiones 
de n en múltiplos no negativos de a y b hay. Por ejemplo, 100 = 3x + 
+ 7y tiene las únicas soluciones: 


100 =3.3 + 7.13 =3.10 + 7.10 =3.17 + 7.7 =3.24 + 7.4 =3.31 +7. 


Una resolución completa de este problema se logra utilizando la teo- 
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ría de series formales de potencias, que es por otra parte, de uso muy 
frecuente en combinatoria. La motivación para escribir estas notas es- 
tá en no sólo resolver el problema, sino introducir al lector a la teor ía 
de series formales. Este problema se considera en el “libro de oro de 
problemas” de G. Pólya y G. Szegö: Problems and Theorems in Analysis, 
1, Springer-Verlag. 

Nuestra única contribución es darle alguna publicidad y transmitir 
cierta dosis del entusiasmo que nos produjo su lectura. 


2. Series formales. 
Sea K un anillo conmutativo con elemento neutro 1 + O: Una serie 
formal en potencias de X es una expresión del tipo 


oo R 
Z aj X! ; X0 =1 j a EK 
i ¡=0 
Más estrictamente, una serie formal es una aplicación f : Nọ > K, No = 
= NU(O) La notación usando la serie es una forma explícita de esta fun- 
ción. 
Se tiene la identificación: 


oo a 
ZaX' eo fiNo >K 
1=0 


Vi,fli)=a, 


o0 Š oo > 
Es claro que ‘£ a; X'= Ð b¡X' + a=b, Vi, 
i=0 i=0 


La teoría es paralela a la de polinomios en X. Denotaremos con 
K [ X ] la totalidad de series formales y definiremos dos operaciones 


o0 y oo j o0 y 
suma: Ya. X'+ Z b; X':= X (a; + b;) X! 
i=0 ' i=0 i=0 
o0 s r o0 : 
producto: Y aX'. b; X! := Ð c; Xİ, con c; = a b; + 
¡=0 ¡=0 i=0 


+a; Di_7 +... +a; bo 


Estas opraciones convierten a K [[ X ] en un anillo conmutativo, con 
identidad (dada por la serie ( 1=1 +0,X+0.X? +...) 
Todo el anillo K se identifica con las series: 


kEK,k:=k+0.X +0.X? +... 
A diferencia con el anillo K [ X ] de polinomios, en K [[ X ] hay mu- 
chas unidades, es decir, elementos inversibles. 
En efecto, 
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00 
Proposición: sea A= È ai X!. Entonces A es una unidad de K [X] 
[=0 
si y sólo si ag es una unidad de K. 


Demostración: El “sólo si” es claro. 
Supongamos que dy € K es inversible. Se trata de hallar una serie 


oo R 
Z b; X' tal que 
1=0 


3aXM/[ Eb xi =1 


i=0 j=9 


Se trata entonces de determinar todos los bi, i = 0, 1,... Tendremos 
que resolver las ecuaciones: 


ao bo = 1 
ao bı +a; bo = 0 
dy b2 +a, b; +a Do= O 


ss 


La ecuación ay bo = 1 se resuelve tomando by = ap”? 
Razonando inductivamente, si by, ... , b¿ han sido hallados, la ecuación 


ao bj+1 +a; byt... +aj41 bo =0 


se resuelve, en bj}4 , despejando b¡+ 1 cosa que puede hacerse por ser 
ao inversible. 
La proposición se sigue inductivamente. 


Corolario: Si K es un cuerpo, las series inversibles son las del tipo 


a; Xi, ap #0 
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En el caso de ser K un cuerpo, K [ X ] es lo que se denomina un ani- 
llo local: posee un único ideal maximal, que es el ideal generado por X, 


o sea la totalidad de series 


TM 


a; Xİ, ap=0 


Además, K [| X ] , K cuerpo, es un dominio de factorización única. 
Posee, salvo asociados, un Único elemento primo, a saber X. Luego todo 
elemento AEK [ X ] admite la descomposición única 


rrTrrrvs 
å o 


Y 


į 


jiji 


i 


A=X!'.u,¡ENo ,u una unidad. 


Nos interesan las siguientes series inversibles en Z [[ X ] : 


O 
1-X? izo 
1 oo 
STRN o i =] l al 
Ke o ai 


y también 


——— HAXH e 
(1 — X31), (1 = X 22)... (1 — X?™) l S P 
son elementos en Z [X] 


El coeficiente Ap da el número total de soluciones enteras > O de la 
ecuación a,X, +4,X2 +... +a,x =N 


3. Laecuaciónax+by=n , a,bEN», la,b)=1,n EN. 
Se trata de calcular los coeficientes A, de la serie 


1 o0 
E A wN A + 
ld An A =i 


(1 = X3). (1X!) noo n AS rx 4 

Notar que Ay = 1, que corresponde a la (única) solución 0 = a.0 + b.0 
Escribamos 1-X?*=(1-—X)P (X) 
1— X? = {1 — X} Q (X) 

con P (X) , Q (X) polinomios , (P (X) ,Q (X) =1,P (1)%0,0 (1) 3 


#0 , dado que 1 es raíz simple de 1 — Xê y de 1 — XD, 
Notemos las siguientes relaciones de divisibilidad en Z [ X ]. 


X-—11|x8b_1,P(Xx)1x8b-1,0Q(X) |x8b -1 


y por lo tanto P (X). Q (X) [xab — 1, 
Se tiene por consecuencia: 


(1 — X) . (1 — Xab) 


(1 — xa). (1 — xb) =T (X) , polinomio en Z [ X Į, 


mónico, de grado ab — a —b + 1. 
Cancelando (1 — X}? en numerador y denominador, produce el valor 
a.b 
T (1) == =1 
(1) a.b 
Se tiene T (0) = 1, por lo tanto 


TAS TO —xab=a=by 


un polinomio 
1-x p 
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de grado ab — a — b, que se anula en x =Q. 
Se tiene 


(-xa) TX T-T 1 _ 
(1= X3). (1=XÞ) 1-X =x. EX 


coo 
= —xab—a—b +.. + y xn 
n=0 


El miembro izquierdo es 


(—-Xb), Za X= E ANDA Xb HANA NN, 
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 3? 


si escribimos Am =0 param <0. 
O sea 


oo 


(A. A.) Xx" =—x0b=0b 4 4 Dx 


n=0 n=0 


y ahora debemos sacar consecuencias de este igualdad de series. 
Notemos que si n =ab — a — b, resulta 


A Â-a-b70 


Si ab-a—-b<n<ab Ap =1 


O sea 


Si n=ab 


El añalisis de Ay con n < ab — a — b depende de los coeficientes (que 
no conocemos) del polinomio que hemos escrito en la forma —X3b — a -b + 
as 

Podemos analizar directamente la ecuación ax + by =npara0<n< 
< ab. Afirmamos que A, < 1. 

Supongamos dos soluciones para una tal ecuación 


axı +by¡=n=ax, +by, ,x>0,y=>0 
Entonces 0 <x; <b y además 
a(x, — x2)=bly, — yı) 
Como (a,b) = 1 se sigue que b/x, — x, , un absurdo. 


Por lo tanto A, <1si0<n<ab 


Sea n > ab. Entonces: 
An —An-ab71 . osea An =1T+Añ sb 
e iterando: 
A. =1 A A 
Notar que si n—kab>0 entonces 
n—-(k-1)ab>ab>ab—a—b 


n—kab 


y el proceso precedente termina en k = pa 
a 
Nota: [ ] denota parte entera. 
Por lo tanto, paran >ab, 


a. n 
An SA n= [A ]ab j a ]. 
Peron — ijab <n - |- 1)ab=ab 
ab ab 


Y entonces A, Nr ap 7001 
t 


ab 
Es decir, finalmente: 
An=(&] +E con E€E=001. 
ab 


En un gráfico se tiene, a manera de resumen, 


ab—-a—b ab 


Se sigue entonces que si a y b son enteros > O coprimos, todo nú- 
meroenteron > ab — a — b se escribe como combinación lineal entera 


=ax+by , xy>0. 


Dejamos como ejercicio para el lector probar que todo número natural 
> 52 se escribe como combinación lineal entera 6x + 28 y con x, y > 0. 
Puesto que 6 y 28 son números perfectos (o sea cada número es suma de 
sus divisores positivos menores) se sigue que todos los números ente- 
ros > 52 son combinación lineal entera negativa de 2 números perfec- 
tos. 
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Ejemplo: ¿En cuántas formas puede partirse 100 en suma de dos múl- 
tiplos no negativos de 3 y 7? 
Se trata de resolver la ecuación 


3x + 7y = 100. 
1AN 
Dado que 100 > 3.7 , Ajo = E + Aioo-4.21 = 4 + Ajs . Co- 


mo 3.3 + 7.1 = 16, es Ajó = 1. 
En definitiva, Ajgo = 5. Las 5 soluciones las dimos anteriormente. 
Estas se obtienen resolviendo la congruencia 


3x=100  (mód7) , osea 
3x=2  (mód. 7) . Unasolución es x=3- 


Las restantes resultan de sumar múltiplos de 7, 
X:=3,3+7,3+14,3+21,3+28 


Ejemplo: ¿En cuántas formas se puede partir a 1000 como suma de 
dos múltiplos no negativos de 3 y 7? -> 1000 

Como en el ejemplo anterior A1000 = 7 + Ajyo0047.21 = 47 +Aj3 

Como 3.2 + 7.1 = 13 , es Az = 1, y por lo tanto hay 48 formas de 
descomponer a 1000 como suma de dos múltiplos no negativos de 3 y 7 
respectivamente. 

Resolviendo la congruencia 3 x = 1000 (mód 7), o sea 3x = 6 (mód 7), 
se tiene la solución x = 2 (mód 7) 

Por lo tanto, 3.2 + 7.142 = 1000. 

Tomando Xk =2+7k ,k=0,...,47 , se obteinen, con las Y; CO- 
rrespondientes, todas las soluciones al problema. 


Ejemplo: Hallemos todas las soluciones enteras > O de la ecuación: 
7x + 11y + 26z = 123 
Para reducir el problema a 2 variables damos a z los únicos valores po- 
sibles z =0, 1, 2,3, 4. 
Debemos entonces resolver las ecuaciones 7x + 11y =B , conB= 


= 123, 97, 71, 45, 9 que corresponden a restar a 123 los múltiplos 26.z 
para z =0, ... 4 respectivamente. 


i T7x+1ly=123,z=0 
Ai = H23] + Ansy = 1 +Ap= IpI 


Las soluciones son 7.5 + 11.8 =123 , 7.16 + 11.1 = 123 


ii. 7x+1ly=97 ,2=1 
Agr = ISLI + Agro = 14 Ago =1+0=1 
La solución es 7.6 + 11.5=97. 


m 
-0 
>a 


e 


MAGIA 


7x+11y=71 ,2=2, 
Puesto que 7.11 — 7 — 11 = 59 < 71 < 77 hay una única solu- 
ción, a saber: 7.7 + 11.2=71. 


iv. 7x+1ly=45 y 7x + 11y=9 no tienen solución. 


Hay en total 4 soluciones (x, y, z), a saber 
(5, 8, 0) ; (16, 1, 0) i (6,5, 1) ; (7, 2, 2). 


GRAGEAS 


Los avatares de la lógica. Es sabido que la Lógica como disciplina orga- 
nizada cientifícamente nace en la obra de Aristóteles. Observada desde 
un punto de vista moderno, puede decirse que la Lógica aristotélica es 
fundamentalmente (aunque no totalmente) una lógica de predicados y 
de clases. Durante la Edad Media se desarrolló una parte de la Lógica 
proposicional y se estableció la célebre implicación material. Los esco- 
lásticos medievales agregaron algunos detalles técnicos a la obra de Aris- 
tóteles, y desde entonces hasta el siglo XIX no se registraron novedades 
de importancia. Tanto es así, que a mediados de dicho siglo un estudio- 
so español (traductor de Aristóteles) declaraba que la Lógica era una 
ciencia muerta. Pero justamente en esa época vio la luz la obra de Geor- 
ge Boole, creador de la Lógica matemática. A partir de entonces el des- 
arrollo de esta disciplina se aceleró notablemente, pero siempre fue con- 
siderada como una ciencia de interés exclusivamente teórico. Sin embar- 
go, en los últimos años y a consecuencia del impulso de la computación, 
la Lógica matemática se ha transformado en una de las más importantes 
ramas de la Matemática aplicada, ya que su uso se ha tornado imprescin- 
dible en los modernos desarrollos de ciencia de la computación e inteli- 
gencia artificial, 
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Los problemas matemáticos en el aula. 


Prof. María Esther S. de Hernández 


. Demostrar que si los números x, y, z, satisfacen las igualdades 
x+y+z=a y de pps 
x y z a 
uno, al menos, de ellos es igual a a. 


. Sea un triángulo ABC de perímetro 2p y la circunferencia de radio r 
inscripta en el triángulo, Probar que el área 5 del triángulo está dada 
por la fórmula 

5=p.r. 


. Se considera un triángulo ABC rectángulo en A, tales que las longitu- 
des a, b y c de BC, CÂ y AB, dadas en ese orden, forman una progre- 
sión aritmética. 

a) calcular la razón (o diferencia) de esa progresión 

b) calcular el radio r de la circunferencia inscripta en el triángulo 
(utilizar la fórmula del ejercicio precedente) 

c) probar que r es un término de la progresión aritmética citada. 


. Sea un trapecio ABCD en el que AD es perpendicular a las rectas AB 
y CD de las bases y long AB = 3a, long CD = a, long AD = 4a. Se toma 
M € AD y sea long AM=x(0<x<14 a). 

La paralela a las bases por M, corta a BC en N y la paralela a AD por 
N corta a AB en P. 


1%) Demostrar que long PB =x 


2°) Deducir, en función de a y de x, la long MÑ y el área 5 del rec- 
tángulo AMNP. 


. Tres socios se reparten cierta suma de dinero proporcionalmente a 
los números 3, 5 y 8. El doble de la parte del primero, aumentado en 
cuatro veces la parte del' segundo y disminuído según la parte del 
tercero es igual a A 10.800. ¿Cuál es la parte de cada socio? 


. Sea la ecuación 2x? — (3m + 2)x +m? +m=0 
1%) determinar el valor de m para que las dos raíces de esta ecuación 
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sean respectivamente el seno y el coseno de un mismo arco. 
27) determinar dicho arco. 


7. ¿Cómo debe elegirse el entero n para que 10” + 1 sea divisible por 11? 


8. Se da un triángulo isósceles ABC tal que BAC = 2a y long AB = long 
AC=a. 
1%) calcular la long BC y las longitudes de las alturas del triángulo, 
en función de a y de ex (ó 2 a) 
2”) hallar dos expresiones del área del triángulo ABC, de modo que 
se obtenga la fórmula 
sen 2 œ= 2 sen q cos a 


Soluciones de los problemas del número anterior 


2. De la igualdad a + b = ab surge que b=ab— a. Por propiedades de la 


relación de divisibilidad en N, se tiene que: 

ala y alab y por lo tanto alab — a. O sea alb (1) 
Análogamente, se tiene que a=ab —b y por las propiedades citadas 
blb y olab y por lo tanto blab — b. O sea bla (2) 
De (1) y (2) y por ser a, b enteros positivos: 


a=b 
La igualdad propuesta se transforma, entonces, en 
Za=a? o bien a? -2a=0 
o bien ala —2)=0 
Luego a=0 Ó a=2 
. En el sistema | long x + long y = 1 (log decimales) 
x? +y? =29 
la primera ecuación equivale a 
log (xy) = 1 o sea xy =10 
Se tiene entonces f xy =10 
| x +y? =29 
Surge de inmediato que x? + y? + 2xy =49 
y que x? + y? —2xy=9 
O sea: (x+y) = 49 (1) 
y (x — y)? =9 (2) 
De (1) x+y=7 ó x+y=-7 (3) 
De (2) x=y=3 Ó x=y=-3 (4) 


Entonces x, y deben verificar simultáneamente una delas dos alternati- 
vas que figuran en (3) y una de las que aparecen en (4). Pero, de acuer- 
do con la definición de logaritmo en R, si existen los reales x,y que sa- 
tisfacen a la primera ecuación del sistema propuesto, deben cumplir 
una condición adicional, ¿cuál?, que obliga a descartar a una de las al- 
ternativas etablecidas, ¿cuál? 
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De lo anterior surgen como únicas soluciones. 


(x,y) = (2,5) y 


6. Se pide hallar los números naturales n = du tales que n =3 du. 


Se tiene entonces que n=10d + u 
10d + u =3 du 


Como dļ10 d y dl3 du, resulta que dļu. Entonces u=d.k (2) con 


k E N. Reemplazando en (1) se tiene que: 


10d+dk=3 q? k 
De acuerdo con los datos, debe ser d 4 O y por lo tanto se obtiene: 


10+k=3dk 
ó 10=(3d—1)k 


o sea que k es divisor de 10. Además, de la igualdad (3) y por ser u 
un dígito, necesariamente k < 10. Entonces k podría tomar los valo- 
res 1, 2 ó 5 siempre que, además, verifiquen la relación (3). 

sik=1, 


Vemos que: 
para ningún dEN. 


sik=2, resulta 12=6d; entonces d=2 , yde (2) u=4 


o sea n= 24 
sik=5, resulta 15=15d; entonces d=1 y u=6 
o sean=15 


9, Se pide determinar el ángulo x tal que x € [0,5] y COS X 


resulta 11=3d 


con las siguientes propuestas 


a) calcular cos 2 x. 


De las fórmulas elementales de la trigonometría plana, se tiene 


que: 


Entonces cos 2 x=2 pe — 1 y efectuando los cálculos: 


b) calcular cos 4 x 


cos 4 x = cos? (2 x) y por reiteración de la fórmula anterior 
cos 4 x = 2 cos? 2 x — 1 

reemplazando el valor haltado en (1) y efectuando las operacio- 
nes indicadas se tiene que: 


De 


cos 2 x = 2 cos? x — 1 


goz 


er 1 


c) establecer la relación que resulta entre cos 4 x y cos x 
De (1) y (2), es inmediato que dicha relación es la igualdad 
d) de la relación anterior, deducir una ecuación que permita hallar x. 
cos4x=cosx , resulta 
cos4x—cosx=0 
Aplicando en el primer miembro la fórmula para factorizar la 


(x,y) = (5,2) 


y que 
(1) 


(3) 


igualdad que no se verifica 


BM 


4 


(1) 


(2) 
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diferencia de dos coseños, se tiene que: 
5 3 

— 2 sen =x sen—x =0 
2 2 


A ; 5 A CDN 
Surgen así dos alternativas: sen- x = O ó sen- X= 0 


Si snŽx=0, entonces Šx=2kr (kEZ)óx=kr 


Tomando k=1, elángulo satisface las dos condi- 


ciones del enunciado. 
Lo _4A 


E e E: 
En cambio, si senóx=o, resultar ía oo AET Ó x kr 


Y 
y es inmediato que no satisface las dos condiciones vitales, para 
ningún valor de k. 


GRAGEAS 


Detalles conceptuales acerca de definiciones. ¿Por qué algunos autores 
sumamente puntillosos exigen que se defina un grupo como un par or- 
denado (A, *), siendo A un conjunto y » una operación? ¿No basta 
con decir que el conjunto A es un grupo con respecto a la operación +? 
Desde el punto di vista didáctico, quizá sea lo mismo, e incluso la segun- 
da opción puede resultar preferible; pero desde el punto de vista máte- 
mático estricto (muy estricto, hasta llegar a los límites de lo fastidioso y 
pedante) aquellas dos posturas no son equivalentes. Si digo: “Grupo es 


todo par ordenado (A, x) tal que. . .””, estoy definiendo la palabra “gru- 
po” como un sustantivo genérico (como “perro” o casa”); pero si di- 
go: “El conjunto A es un grupo con respecto a la relación «+ si, ..”, es- 


toy definiendo “grupo” como relación entre conjunto y operación; no 
tendré derecho a decir después: “sea G un grupo”, sino “sea G (conjun- 
to) un grupo con respecto a una cierta operación +”. Y, ¿por qué par 
ordenado y no par a secas? Porque al decir, por ejemplo, que el par or- 
denado (R, +) es un grupo, estoy diciendo también que R es el conjun- 
to subyacente y + la operación. En cambio, si dijera que el par no orde- 
nado R, + es un grupo, no sabríamos en forma inmediata cuál es el 
conjunto subyacente y cuál la operación: habría que hacer un análisis 
caso por caso. 
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Noticias. 


VII CONFERENCIA INTERAMERICANA 
DE EDUCACION MATEMATICA 


La Séptima Conferencia Iberoamericana de Educación Matemática 
(VII CIAEM) tuvo lugar en Santo Domingo, del 12 al 16 de julio,con se- 
de en la Universidad Católica Madre y Maestra. Esta Conferencia, lo mis- 
mo que las anteriores, fue organizada por el Comité Interamericano de 
Educación Matemática, en este caso, constituido por: 

PRESIDENTE: Ubiratán D'Ambrosio (Brasil) 

VICE-PRESIDENTES: Claude Gaulin (Canadá), Emilio Lluis 
(México). 

VOCALES: Ernesto Góngora (Costa Rica), Freddy Lemer (Suri- 
nam), Luis Santaló (Argentina), Saulo A. Rada (Venezuela). 

Los temas de la Conferencia se articularon alrededor de cuatro ejes, 
títulos de otros tantos paneles: 

PANEL A: Integración del contexto sociocultural en la enseñanza de 
la Matemática. 

PANEL B: Cómo desarrollar en los estudiantes habilidades para re- 
solver problemas, 

PANEL C: Usos innovativos de las calculadoras y las computadoras en 
la enseñanza de la Matemática. 

PANEL D: Cómo mejorar la enseñanza de la geometría en las escue- 
las primarias y secundarias. 

Conferencias en sesiones plenarias, comunicaciones orales, reuniones 
de grupos de trabajo, exposiciones murales, completaron el desarrollo 
de una abigarrada programación, En todas ellas, el enfoque didáctico, 
las experiencias de aula, las investigaciones pedagógicas, ocuparon un lu- 
gar de privilegio alejándose el centro de interés de los contenidos pura- 
mente científicos. 

Claras coincidencias se plantearon acerca de la enseñanza de la Geo- 
metría donde el énfasis recayó sobre: 

elas motivaciones adecuadas, surgidas del entorno cotidiano, vincula- 
das al contexto sociocultural; 

ela exploración dinámica de situaciones, usando como recursos otras 
nociones matemáticas (números, funciones) y diversas formas de repre- 
sentación (tablas, gráficos) 

eel tránsito cuidadoso desde la elaboración intuitiva de las nociones 
geométricas hacia un ordenamiento deductivo de la Ciencia. 

Hubo aspectos controvertidos en el terreno de la resolución de proble- 
mas. Aún apuntando todos a un desarrollo heurístico de ias habilidades 
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Je los alumnos, hubo quienes propugnaron la anticipación de instrumen- 
tos organizadores del proceso de resolución —a la manera de los pasos 
de Polya— mientras otros preferían partir de la inmersión directa del 
alumno en la resolución de problemas concretos, estimulando después 
el análisis reflexivo de los procesos cumplidos. En ambos casos, el acento 
puesto en la introspección minuciosa y severa del propio pensamiento. 

La presentación de concienzudas experiencias de aula —talleres de re- 
solución de problemas, en particular— confirió gran interés a todas es- * 
tas propuestas. 

En el marco de otra disyuntiva: (¿limitarse o no a situaciones proble- 
máticas emanadas del contexto sociocultural?) se exhibieron originales 
ejemplos de 'modelaje”” (organización de estructuras matemáticas con 
origen en situaciones empíricas) y su inmersión en distintas modalidades 
de planeamiento: en programas cerrados y específicos; en programas 
amplios y generales; en concepciones que generan el aprendizaje de la 
Matemática, como resultado de la resolución de problemas concretos. 

Una ciencia de reciente aparición, pero con una difusión que alcanza 
las culturas más diversas,es la Etnomatemática que, como una parte de la 
antropología cultural, dirige sus investigaciones a reconocer las estruc- 
turas lógico-matemáticas en grupos étnicos primitivos. Se trata de resol- 
ver los conflictos que se generan cuando ha sido marginado el contexto 
cultural de origen de los individuos que conlleva nociones matemáticas 
espontáneas y muchas veces poco compatibles con las que la escuela 
pretende imponerles. Casos muy frecuentes de este conflicto se presen- 
tan en las comunidades bilingües de Perú, México, Brasil, Guatemala, ... 
De ahí la necesidad de estudiar las manifestaciones “escondidas” en las 
culturas aborígenes y,sobre tal base, organizar materiales de aprendi- 
zaje que logren establecer puentes entre la matemática del grupo étni- 
co y la matemática escolar. 

Los expositores de este enfoque particular de la educación matemá- 
tica lograron importante repercusión al ofrecer notables ejemplos de uso 
de recursos aborígenes en la enseñanza actual de la Matemática: la yu- 
pana —ábaco incaico— en comunidades quechuas del Perú; el uso de 
enseres indígenas en el aprendizaje de la geometría, en Brasil o entre 
los niños navajos de Estados Unidos. 

Entusiasmos y preocupaciones giraron alrededor de la informatiza- 
ción de la educación. Entusiasmos frente a logros innegables de quienes 
son dueños del manejo de la tecnología. Preocupaciones por el signifi- 
cado de una propuesta que no puede ser un punto aislado en el marco del 
desarrollo educativo en países que no están en condiciones de crear su 
propia tecnología y no han fijado sus metas con relación a una informa- 
tización de la propia sociedad, 

En el transcurso de la presente conferencia se procedió a la renovación 
de las autoridades y miembros del Comité Interamericano de Educación 
Matemática que resultó presidido por el Dr. Eduardo Luna de la Repúbli- 
ca Dominicana. Fue concenso general la opinión de que gracias a su ido- 
neidad y su empeño la VII CIAEM tuvo una organización plenamente 
satisfactoria y cumplió con creces las expectativas que hab ía despertado. 


Lucrecia Iglesias 
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